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引言



引言

• 快速傅里叶变换（FFT）是计算离散傅里叶变换（DFT）的高效算法
• 直接计算 DFT的复杂度为 𝑂(𝑁2)
• FFT将计算复杂度降低到 𝑂(𝑁 log𝑁)

备注
FFT不是一种新的变换，而是 DFT的一种快速计算方法。
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FFT的历史
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DFT的矩阵表示

正变换（DFT）：𝑋[𝑘] =
𝑁−1
∑
𝑛=0

𝑥[𝑛]𝑊𝑛𝑘
𝑁 ，矩阵形式：

[

𝑋[0]
𝑋[1]

⋮
𝑋[𝑁−1]

] = [

1 1 ⋯ 1
1 𝑊1

𝑁 ⋯ 𝑊𝑁−1
𝑁

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑊𝑁−1

𝑁 ⋯ 𝑊 (𝑁−1)2
𝑁

]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
W𝑁

[

𝑥[0]
𝑥[1]

⋮
𝑥[𝑁−1]

]

即 X = W𝑁 x，其中 [W𝑁]𝑘,𝑛 = 𝑊𝑛𝑘
𝑁 。

反变换（IDFT）：𝑥[𝑛] = 1𝑁
𝑁−1
∑
𝑘=0

𝑋[𝑘]𝑊−𝑛𝑘
𝑁 ，矩阵形式：x = 1𝑁 W∗

𝑁 X

其中W∗
𝑁 是W𝑁 的共轭矩阵，满足W∗

𝑁W𝑁 = 𝑁 I。
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预备数学等式

旋转因子的基本性质：

𝑊𝑛𝑘
𝑁 = 𝑒−𝑗 2𝜋𝑛𝑘𝑁

• 抽取性质：𝑊𝑛𝑘𝑚
𝑁𝑚 = 𝑊𝑛𝑘/𝑚

𝑁/𝑚 = 𝑊𝑛𝑘
𝑁

• 半周期性质：𝑊𝑁/2
𝑁 = −1

• 周期性质：𝑊𝑘+𝑁
𝑁 = 𝑊𝑘

𝑁

备注
这些性质是推导 FFT算法的数学基础。
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基本原理



第一级分解：奇偶抽取
序列长度 𝑁 = 2𝑀，将 𝑥[𝑛]按 𝑛的奇偶分为两组：
• 𝑛为偶数：𝑥[0], 𝑥[2],… , 𝑥[𝑁−2] 令 𝑥1[𝑟] = 𝑥[2𝑟]
• 𝑛为奇数：𝑥[1], 𝑥[3],… , 𝑥[𝑁−1] 令 𝑥2[𝑟] = 𝑥[2𝑟+1]

DFT按奇偶拆分：

𝑋[𝑘] =
𝑁−1
∑
𝑛=0

𝑥[𝑛]𝑊𝑛𝑘
𝑁 = ∑

𝑛偶
𝑥[𝑛]𝑊𝑛𝑘

𝑁 +∑
𝑛奇

𝑥[𝑛]𝑊𝑛𝑘
𝑁

=
𝑁/2−1

∑
𝑟=0

𝑥[2𝑟]𝑊2𝑟𝑘
𝑁 +

𝑁/2−1

∑
𝑟=0

𝑥[2𝑟+1]𝑊 (2𝑟+1)𝑘
𝑁

=
𝑁/2−1

∑
𝑟=0

𝑥1[𝑟]𝑊𝑟𝑘
𝑁/2 + 𝑊𝑘

𝑁

𝑁/2−1

∑
𝑟=0

𝑥2[𝑟]𝑊𝑟𝑘
𝑁/2

𝑋[𝑘] = 𝑋1[𝑘] + 𝑊𝑘
𝑁 𝑋2[𝑘] , 𝑘 = 0, 1,… , 𝑁/2 − 1 6



第一级分解：对称性质

利用 𝑊𝑁/2
𝑁 = −1，可得后半部分频点：

𝑋[𝑘 + 𝑁/2] = 𝑋1[𝑘 + 𝑁/2] + 𝑊
(𝑘+𝑁/2)
𝑁 𝑋2[𝑘 + 𝑁/2]

= 𝑋1[𝑘] − 𝑊𝑘
𝑁 𝑋2[𝑘]

𝑋[𝑘 + 𝑁/2] = 𝑋1[𝑘] − 𝑊𝑘
𝑁 𝑋2[𝑘] , 𝑘 = 0, 1,… , 𝑁/2 − 1

小结
一个 𝑁点 DFT分解为两个 𝑁/2点 DFT（𝑋1、𝑋2），再通过蝶形运算组合。
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蝶形运算
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蝶形运算结构

计算量分析
每个蝶形运算需要：1次复数乘法，2次复数加法
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第二级分解
对 𝑋1[𝑘]继续按奇偶拆分——令 𝑥3[𝑟] = 𝑥1[2𝑟]，𝑥4[𝑟] = 𝑥1[2𝑟+1]：

𝑋1[𝑘] =
𝑁/2−1

∑
𝑛=0

𝑥1[𝑛]𝑊𝑛𝑘
𝑁/2

=
𝑁/4−1

∑
𝑟=0

𝑥1[2𝑟]𝑊2𝑟𝑘
𝑁/2 +

𝑁/4−1

∑
𝑟=0

𝑥1[2𝑟+1]𝑊
(2𝑟+1)𝑘
𝑁/2

=
𝑁/4−1

∑
𝑟=0

𝑥3[𝑟]𝑊𝑟𝑘
𝑁/4 + 𝑊𝑘

𝑁/2

𝑁/4−1

∑
𝑟=0

𝑥4[𝑟]𝑊𝑟𝑘
𝑁/4

𝑋1[𝑘] = 𝑋3[𝑘] + 𝑊𝑘
𝑁/2 𝑋4[𝑘] , 𝑘 = 0,… , 𝑁/4 − 1

𝑋1[𝑘 + 𝑁/4] = 𝑋3[𝑘] − 𝑊𝑘
𝑁/2 𝑋4[𝑘] , 𝑘 = 0,… , 𝑁/4 − 1

对 𝑋2[𝑘]同理进行分解 10



逐级分解

• 继续对 𝑋1[𝑘]和 𝑋2[𝑘]进行分解
• 直到分解为 2点 DFT为止
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2点 DFT

2点 DFT矩阵及蝶形运算：

• 2点 DFT不需要乘法运算
• 𝑋[0] = 𝑥[0] + 𝑥[1]，𝑋[1] = 𝑥[0] − 𝑥[1]
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计算示例



8点 FFT推导：第一级分解

设 𝑥[𝑛] = [1, 2, 0, 1, 3, 2, 1, 0]，𝑁 = 8。
按奇偶抽取：

𝑥1 = [𝑥[0], 𝑥[2], 𝑥[4], 𝑥[6]] = [1, 0, 3, 1]
𝑥2 = [𝑥[1], 𝑥[3], 𝑥[5], 𝑥[7]] = [2, 1, 2, 0]

由第一级分解公式：
𝑋[𝑘] = 𝑋1[𝑘] + 𝑊𝑘

8 𝑋2[𝑘]
𝑋[𝑘 + 4] = 𝑋1[𝑘] − 𝑊𝑘

8 𝑋2[𝑘]
𝑘 = 0, 1, 2, 3
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8点 FFT推导：第一级分解图示
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8点 FFT推导：第二级分解

对 𝑥1 = [1, 0, 3, 1]继续奇偶抽取：

𝑥3 = [1, 3], 𝑥4 = [0, 1]

对 𝑥2 = [2, 1, 2, 0]继续奇偶抽取：

𝑥5 = [2, 2], 𝑥6 = [1, 0]

以 𝑥1 为例：
𝑋1[𝑘] = 𝑋3[𝑘] + 𝑊𝑘

4 𝑋4[𝑘]
𝑋1[𝑘 + 2] = 𝑋3[𝑘] − 𝑊𝑘

4 𝑋4[𝑘]
𝑘 = 0, 1
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8点 FFT推导：第二级分解图示
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8点 FFT推导：第三级——2点 DFT

第三级：对每个 2点子序列直接做 DFT：

𝑥3 = [1, 3]：

𝑋3[0] = 1 + 3 = 4, 𝑋3[1] = 1 − 3 = −2

𝑥4 = [0, 1]：

𝑋4[0] = 0 + 1 = 1, 𝑋4[1] = 0 − 1 = −1

𝑥5 = [2, 2]：

𝑋5[0] = 2 + 2 = 4, 𝑋5[1] = 2 − 2 = 0

𝑥6 = [1, 0]：

𝑋6[0] = 1 + 0 = 1, 𝑋6[1] = 1 − 0 = 1
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8点 FFT推导：第二级蝶形组合

利用 𝑊0
4 = 1，𝑊1

4 = −𝑗，组合得 4点 DFT：
𝑋1[𝑘]（由 𝑋3、𝑋4 组合）：

𝑋1[0] = 4 + 1 ⋅ 1 = 5
𝑋1[1] = −2 + (−𝑗)(−1) = −2 + 𝑗
𝑋1[2] = 4 − 1 ⋅ 1 = 3
𝑋1[3] = −2 − (−𝑗)(−1) = −2 − 𝑗

𝑋2[𝑘]（由 𝑋5、𝑋6 组合）：

𝑋2[0] = 4 + 1 ⋅ 1 = 5
𝑋2[1] = 0 + (−𝑗)(1) = −𝑗
𝑋2[2] = 4 − 1 ⋅ 1 = 3
𝑋2[3] = 0 − (−𝑗)(1) = 𝑗
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8点 FFT推导：第一级蝶形组合

旋转因子：𝑊0
8 =1，𝑊1

8 =
√2
2 (1−𝑗)，𝑊

2
8 =−𝑗，𝑊3

8 =
√2
2 (−1−𝑗)

𝑋[0] = 𝑋1[0] + 𝑊0
8𝑋2[0] = 5 + 1 ⋅ 5 = 10

𝑋[1] = 𝑋1[1] + 𝑊1
8𝑋2[1] = (−2 + 𝑗) +

√2
2 (1−𝑗)(−𝑗) = −2 + 𝑗 +

√2
2 (−𝑗 − 1)

= −2 − √2
2 + (1 −

√2
2 )𝑗

𝑋[2] = 𝑋1[2] + 𝑊2
8𝑋2[2] = 3 + (−𝑗)(3) = 3 − 3𝑗

𝑋[3] = 𝑋1[3] + 𝑊3
8𝑋2[3] = (−2 − 𝑗) +

√2
2 (−1−𝑗)(𝑗) = −2 +

√2
2 + (−1 +

√2
2 )𝑗

后 4点由对称性：𝑋[𝑘 + 4] = 𝑋1[𝑘] − 𝑊𝑘
8𝑋2[𝑘]

𝑋[4] = 5 − 5 = 0, 𝑋[5] = −2 + √2
2 + (1 +

√2
2 )𝑗

𝑋[6] = 3 + 3𝑗, 𝑋[7] = −2 − √2
2 + (−1 −

√2
2 )𝑗 19



8点 FFT推导：结果验证

𝑋 = [10, −2− √22 +(1−
√2
2 )𝑗, 3−3𝑗, −2+

√2
2 +(−1+

√2
2 )𝑗, 0, ⋯]

回顾整个过程
1. 第一级：𝑁 = 8点序列按奇偶拆为两个 4点子序列
2. 第二级：每个 4点子序列再拆为两个 2点子序列
3. 第三级：2点 DFT直接计算（无需乘法）
4. 逐级回代：用蝶形公式 𝑋[𝑘] = 𝐴 + 𝑊 ⋅ 𝐵，𝑋[𝑘+𝑁/2] = 𝐴 − 𝑊 ⋅ 𝐵逐级组合

共 log2 8 = 3级，每级 4个蝶形，总计 12次复数乘法（直接 DFT需 64次）。
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8点 FFT流图
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计算复杂度



计算复杂度

• 复数乘法次数：𝑁
2 log2 𝑁

• 复数加法次数：𝑁 log2 𝑁

备注
与直接 DFT的 𝑁2 次复数乘法和 𝑁(𝑁 − 1)次复数加法相比，FFT具有显著的计算优势。当
𝑁 = 1024时，FFT的乘法次数仅为直接 DFT的约 0.5%。
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DFT与 FFT计算量对比

𝑁 DFT乘法 𝑁2 FFT乘法 𝑁
2 log2 𝑁 比值 加速倍数

8 64 12 18.8% ×5

16 256 32 12.5% ×8

64 4096 192 4.7% ×21

256 65536 1024 1.6% ×64

1024 1048576 5120 0.49% ×205

4096 16777216 24576 0.15% ×683

结论
𝑁越大，FFT的优势越明显。实际工程中 𝑁常取 1024 ∼ 4096，FFT可获得数百倍加速。
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实现分析



倒位序（Bit-Reversal）

• DIT FFT的输入需要按倒位序排列
• 将自然顺序的二进制表示进行位倒置

自然顺序 自然顺序二进制 倒位序二进制 倒位序

0 000 000 0

1 001 100 4

2 010 010 2

3 011 110 6

4 100 001 1

5 101 101 5

6 110 011 3

7 111 111 7
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旋转因子与原位计算

• 每一级的旋转因子 𝑊𝑘
𝑁 可按规则选取

• 第 𝑚级（𝑚 = 1, 2,… , 𝑀）使用的旋转因子为：

𝑊𝑝
𝑁, 𝑝 = 0, 𝑁

2𝑚 , 2⋅
𝑁
2𝑚 , … , (2𝑚−1−1)⋅ 𝑁2𝑚

即步长为 𝑁/2𝑚，共 2𝑚−1 个不同的旋转因子
• 原位计算（In-place computation）：蝶形运算的输出可以直接存放在输入所占用的存
储单元中

• 整个 FFT运算只需要 𝑁个复数存储单元
备注
原位计算大大节省了存储空间，是 FFT硬件实现的重要特性。

25



本节小结

1. FFT本质：不是新变换，而是 DFT的高效计算算法
2. 核心思想：利用旋转因子的对称性和周期性，将 𝑁点 DFT逐级分解为 2点 DFT（分治
策略）

3. 蝶形运算：每级 𝑁/2个蝶形，共 log2 𝑁级

4. 计算复杂度：复数乘法 𝑁
2 log2 𝑁，相比 DFT的 𝑁2 大幅降低

5. 实现要点：输入需倒位序排列；支持原位计算，仅需 𝑁个存储单元
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谢谢！欢迎提问与讨论
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